
Versuch4

—

BROWNscheMolekularbewegung

Till Biskup
Matrikelnummer: 155567

09.Mai 2000

Einf ührung

Ziel desVersuchesist es,dieAbhängigkeit derBROWNschenMolekularbewegung— ausgedr̈uckt
alsVerschiebungsquadratderFortbewegung— von denParameternViskosität desMediumsund
RadiusdesbetrachtetenPartikels nachzuweisen.Hierzu wurdein einemerstenTeilversuchvon
Partikeln bekannterGrößeausgegangen,über derenBewegung sich mit Hilfe der EINSTEIN–
SMOLUCHOWSKI–Beziehung(Gl. 8) dieBOLTZMANN–Konstanteberechnenläßt.Derbesondere
Wert diesesZugangeszu dieserKonstanteliegt darin,daßessichbei ihr um eineNaturkonstante
handelt,derenWert durchdasdurchgef̈uhrteExperimentunter idealenBedingungenrelativ gut
bestimmenläßt.

Im zweitenVersuchsteilwurdeder umgekehrteWeg beschritten,hier sollte mit Hilfe oben
genannterBeziehungunddemTabellenwertder BOLTZMANN–Konstanteauf die Teilchengr̈oße
rückgeschlossenwerden.

Aufgaben

1. Die VerschiebungenjedeseinzelnenPartikelswerdenauf zwei beliebigeorthogonaleAch-
senprojiziert und vermessen.Darauswerdendie Quadratsummen(d. h. die Summender
Quadrate,nichtdie QuadratederSummen)errechnet.Esist zu testen,obdie für die beiden
ProjektionenermitteltenStichprobenwerteauseinerGrundgesamtheitstammenkönnen.

2. Für die Latexpartikel gegebenerGrößeist die BOLTZMANN–Konstantezu ermitteln.Be-
dienenSiesichhierzuderEINSTEIN–SMOLUCHOWSKI–Gleichung.Überpr̈ufenSie,ob es
systematischeUnterschiedegibt, wenn Sie die BOLTZMANN–Konstantemit den kleinen
bzw. dengroßenLatexpartikelnbestimmen!

3. Für die Sẗarkekörnerist anhandder EINSTEIN–SMOLUCHOWSKI–Gleichungein mittlerer
Partikelradiuszu bestimmen.Ist dervon IhnenbestimmteWert für die Sẗarkekörnerreali-
stisch?



1 Versuchsdurchführung

1.1 Mittler equadratischeVerschiebungen

Für die Bestimmungder BOLTZMANN–Konstantewurdenjeweils drei verschiedeneMessungen
vondenbeidenverschiedenenLatexkörnergrößenvorgenommen.DabeiwurdendieBewegungen
der Teilchendurcheineauf dasMikroskop aufgesetzteKameraauf einenBildschirm projeziert
unddortmit einemStift in einemregelmäßigenIntervall (5 Sekunden)direktaufeineFolie übert-
ragen.AnschließendwurdedieFolie mit einerMillimeterskalaversehen,sodaßdieBewegungen
derTeilchenausgez̈ahltwerdenkonnten.Zur EichungderMessungenwurdenmit einemmit einer
MikrometerskalaversehenenObjekttr̈agerzun̈achstEichstricheübertragen,diedanndieUmrech-
nungder in Millimetern gemessenenWertein realeWerte(in µm) erlaubten.Dabeientsprachen
aufderx–Achse27mm,aufdery–Achse29 mm derEicheinheit10µm.

AufgrunddesUmstandes,daßdieBROWNscheMolekularbewegungeinestochastischeBewe-
gungist unddaherreinmathematischdieBewegungdesTeilchens̈uberlangeZeiträumegemittelt
gegenNull strebte,bedientmansichdesTricks derQuadrierungderOrtsabweichung,dasojede
Informationüberdie Richtungderselbenverlorengeht.

Von entscheidenderBedeutungfür die Versuchsauswertungist schließlich,daßdie Meßwerte
der Ortsabweichungsowohl für die gewähltex– als auchfür die auf ihr orthogonalstehendey–
AchsederselbenGrundgesamtheitangeḧoren.DiesesogenannteNullhypothesewurdemittelsdes
t–TestsnachSTUDENT gem̈aßfolgenderFormelüberpr̈uft:
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x2
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Esergabensichdie in denfolgendenTabellendargestelltenWerte.

Latexpartikel 0,46µm — 1. Messung
xd/mm x/µm x2/µm2 yd/mm y/µm y2/µm2

1–2 7 2.593 6.722 6 2.069 4.281
2–3 5 1.852 3.429 6 2.069 4.281
3–4 1 0.370 0.137 4 1.379 1.902
4–5 5 1.852 3.429 6 2.069 4.281
5–6 6 2.222 4.938 9 3.103 9.631
6–7 5 1.852 3.429 8 2.759 7.610
7–8 3 1.111 1.235 8 2.759 7.610
8–9 11 4.074 16.598 5 1.724 2.973

9–10 2 0.741 0.549 2 0.690 0.476
10–11 1 0.370 0.137 6 2.069 4.281
11–12 7 2.593 6.722 7 2.414 5.826
12–13 1 0.370 0.137 15 5.172 26.754
13–14 7 2.593 6.722 3 1.034 1.070
14–15 3 1.111 1.235 5 1.724 2.973
15–16 6 2.222 4.938 7 2.414 5.826
16–17 0 0.000 0.000 3 1.034 1.070
17–18 4 1.481 2.195 3 1.034 1.070
18–19 1 0.370 0.137 6 2.069 4.281
19–20 8 2.963 8.779 6 2.069 4.281
Mittelwert 3.761 5.288
Varianz 17.310 33.101
t–Test 0.178
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Latexpartikel 0,46µm — 2. Messung
xd/mm x/µm x2/µm2 yd/mm y/µm y2/µm2

1-2 6 2.222 4.938 3 1.034 1.070
2-3 0 0.000 0.000 6 2.069 4.281
3-4 4 1.481 2.195 8 2.759 7.610
4-5 5 1.852 3.429 3 1.034 1.070
5-6 3 1.111 1.235 1 0.345 0.119
6-7 19 7.037 49.520 9 3.103 9.631
7-8 1 0.370 0.137 5 1.724 2.973
8-9 0 0.000 0.000 3 1.034 1.070

9-10 5 1.852 3.429 3 1.034 1.070
10-11 1 0.370 0.137 5 1.724 2.973
11-12 6 2.222 4.938 7 2.414 5.826
12-13 9 3.333 11.111 4 1.379 1.902
13-14 1 0.370 0.137 8 2.759 7.610
14-15 4 1.481 2.195 2 0.690 0.476
15-16 9 3.333 11.111 1 0.345 0.119
16-17 12 4.444 19.753 9 3.103 9.631
17-18 4 1.481 2.195 10 3.448 11.891
18-19 5 1.852 3.429 2 0.690 0.476
19-20 1 0.370 0.137 11 3.793 14.388
Mittelwert 6.317 4.431
Varianz 135.066 19.742
t–Test 0.060

Latexpartikel 0.46µm — 3. Messung
xd/mm x/µm x2/µm2 yd/mm y/µm y2/µm2

1-2 3 1.111 1.235 3 1.034 1.070
2-3 2 0.741 0.549 11 3.793 14.388
3-4 15 5.556 30.864 13 4.483 20.095
4-5 4 1.481 2.195 2 0.690 0.476
5-6 8 2.963 8.779 3 1.034 1.070
6-7 3 1.111 1.235 8 2.759 7.610
7-8 9 3.333 11.111 0 0.000 0.000
8-9 3 1.111 1.235 11 3.793 14.388

9-10 4 1.481 2.195 8 2.759 7.610
10-11 13 4.815 23.182 2 0.690 0.476
11-12 1 0.370 0.137 7 2.414 5.826
12-13 4 1.481 2.195 1 0.345 0.119
13-14 3 1.111 1.235 5 1.724 2.973
14-15 3 1.111 1.235 5 1.724 2.973
15-16 9 3.333 11.111 2 0.690 0.476
16-17 3 1.111 1.235 3 1.034 1.070
17-18 1 0.370 0.137 6 2.069 4.281
18-19 4 1.481 2.195 0 0.000 0.000
19-20 3 1.111 1.235 3 1.034 1.070
Mittelwert 5.436 4.525
Varianz 71.264 34.438
t–Test 0.050
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Latexpartikel 0.76µm — 1. Messung
xd/mm x/µm x2/µm2 yd/mm y/µm y2/µm2

1-2 2 0.741 0.549 13 4.483 20.095
2-3 4 1.481 2.195 7 2.414 5.826
3-4 2 0.741 0.549 9 3.103 9.631
4-5 12 4.444 19.753 3 1.034 1.070
5-6 4 1.481 2.195 1 0.345 0.119
6-7 4 1.481 2.195 3 1.034 1.070
7-8 1 0.370 0.137 8 2.759 7.610
8-9 5 1.852 3.429 4 1.379 1.902

9-10 2 0.741 0.549 7 2.414 5.826
10-11 6 2.222 4.938 5 1.724 2.973
11-12 3 1.111 1.235 9 3.103 9.631
12-13 10 3.704 13.717 5 1.724 2.973
13-14 3 1.111 1.235 8 2.759 7.610
14-15 20 7.407 54.870 8 2.759 7.610
15-16 14 5.185 26.886 16 5.517 30.440
16-17 1 0.370 0.137 15 5.172 26.754
17-18 8 2.963 8.779 6 2.069 4.281
18-19 10 3.704 13.717 3 1.034 1.070
19-20 4 1.481 2.195 23 7.931 62.901
Mittelwert 8.382 11.021
Varianz 183.424 231.406
t–Test 0.039

Latexpartikel 0.76µm — 2. Messung
xd/mm x/µm x2/µm2 yd/mm y/µm y2/µm2

1-2 3 1.111 1.235 1 0.345 0.119
2-3 4 1.481 2.195 7 2.414 5.826
3-4 2 0.741 0.549 15 5.172 26.754
4-5 2 0.741 0.549 6 2.069 4.281
5-6 9 3.333 11.111 11 3.793 14.388
6-7 1 0.370 0.137 3 1.034 1.070
7-8 12 4.444 19.753 7 2.414 5.826
8-9 3 1.111 1.235 1 0.345 0.119

9-10 13 4.815 23.182 14 4.828 23.306
10-11 1 0.370 0.137 6 2.069 4.281
11-12 3 1.111 1.235 18 6.207 38.526
12-13 3 1.111 1.235 8 2.759 7.610
13-14 5 1.852 3.429 2 0.690 0.476
14-15 10 3.704 13.717 4 1.379 1.902
15-16 6 2.222 4.938 0 0.000 0.000
16-17 4 1.481 2.195 9 3.103 9.631
17-18 3 1.111 1.235 1 0.345 0.119
18-19 7 2.593 6.722 6 2.069 4.281
19-20 1 0.370 0.137 5 1.724 2.973
Mittelwert 4.996 7.973
Varianz 48.013 112.764
t–Test 0.106
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Latexpartikel 0.76µm — 3. Messung
xd/mm x/µm x2/µm2 yd/mm y/µm y2/µm2

1-2 2 0.741 0.549 6 2.069 4.281
2-3 3 1.111 1.235 9 3.103 9.631
3-4 8 2.963 8.779 3 1.034 1.070
4-5 6 2.222 4.938 1 0.345 0.119
5-6 3 1.111 1.235 3 1.034 1.070
6-7 3 1.111 1.235 15 5.172 26.754
7-8 12 4.444 19.753 4 1.379 1.902
8-9 3 1.111 1.235 4 1.379 1.902

9-10 10 3.704 13.717 7 2.414 5.826
10-11 1 0.370 0.137 5 1.724 2.973
11-12 2 0.741 0.549 3 1.034 1.070
12-13 7 2.593 6.722 3 1.034 1.070
13-14 15 5.556 30.864 0 0.000 0.000
14-15 8 2.963 8.779 9 3.103 9.631
15-16 6 2.222 4.938 6 2.069 4.281
16-17 7 2.593 6.722 8 2.759 7.610
17-18 6 2.222 4.938 5 1.724 2.973
18-19 1 0.370 0.137 6 2.069 4.281
19-20 8 2.963 8.779 14 4.828 23.306
Mittelwert 6.592 5.776
Varianz 61.494 54.824
t–Test 0.043

1.2 BOLTZM ANN–Konstantefür Latexpartik el

Wie ausdenobigenTabellenersichtlichist, liegt der t–Wert desSTUDENT–Testsfür einenWert
α � 5% überalldeutlichunterseinemTabellenwertvon 2 	 042 für 
 38 � 2� Freiheitsgrade.Das
heißt,es gibt keinenGrund,die Nullhypothesezu verwerfen.Somit könnenwir davon ausge-
hen,daßdie Messungenfür die x– undy–WertederOrtsabweichungderselbenGrundgesamtheit
angeḧoren.

Die Berechnungder BOLTZMANN–Konstanteerfolgt mit der schonerwähntenEINSTEIN–
SMOLUCHOWSKI–Beziehung:

�
x2 � � RT ∆t

3Nπηr
� kT ∆t

3πηr
(2)

DurchUmstellungnachk ergibt sich:

k � �
x2 � � 3πηr

kT ∆t
(3)

Bei einerTemperaturvon 299	 15 K und einerViskosität von Wasservon 1 � 005mPa � s er-
rechnensich darausdie in den folgendenTabellendargestelltenWerte für die BOLTZMANN–
Konstante:

Latexpartikel 0,46µm — k in J  K � 1

1. Messung 2.Messung 3.Messung
x 1 � 0957 10� 23 1 � 84019 10� 23 1 � 58362 10� 23

y 1 � 54043 10� 23 1 � 29068 10� 23 1 � 31803 10� 23
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Latexpartikel 0,76µm — k in J  K � 1

1. Messung 2.Messung 3.Messung
x 4 � 03406 10� 23 2 � 40446 10� 23 3 � 17235 10� 23

y 5 � 30398 10� 23 3 � 83717 10� 23 2 � 77999 10� 23

Die Einheit der BOLTZMANN–Konstanteergibt sich dabeiausden gegebenenWertenwie
folgt:

�
k � � m2 � Pa � s � m

K � s � m2 � N � m
K � m2

� m2 � J � m
K � m3

� J
K

Aus den Mittelwertender experimentellerhaltenenWerte ergibt sich eine BOLTZMANN–
Konstantevon

k � 2 	 5167� 10� 23 J � K � 1

Der Literaturwertliegt bei

k � 1 	 38 � 10� 23 J � K � 1

Aus demVergleich der Werte für die beidenLatex–Partikel ist zu ersehen,daßdie Messungen
mit denkleinerenPartikelnwesentlichnäheramTabellenwertliegendeErgebnisseergebenalsdie
anderen.Wahrscheinlichist dieserBefunddadurchzuerklären,daßdiekleinerenPartikel aufdem
Bildschirmwesentlichgenauervermessenwerdenkonntenals ihre größerenPendants,dadurch
die ver̈anderlicheScḧarfe und die Bewegungbedingtdie Genauigkeit der Vermessungbei den
größerenPartikelngeringerwar.

1.3 Mittler er Partik elradius der Stärkekörner

Vom Meßverfahrenhergesehengibt eskeineUnterschiedezumerstenVersuchsteilzur Bestim-
mungderBOLTZMANN–Konstante.Auchdiet–Testssindrechnerischidentischundergebenauch
für dieSẗarkekörnerWerteweit unterhalbdemTabellenwertfür dent–Wert,weshalbauchhierdie
Nullhypothesebeibehaltenunddavonausgegangenwerdenkann,daßdieWertefür beideAchsen
derselbenGrundgesamtheitentstammen.

Die Meßwerteundihre rechnerischeAuswertungkannwie obendenfolgendenTabellenent-
nommenwerden.

Für die BestimmungdesRadiusr der Sẗarkekörner kam wieder die hinlänglich bekannte
EINSTEIN–SMOLUCHOWSKI–Beziehungzum Einsatz,die für diesenZweck nachr umgestellt
wurde:

r � kT ∆t
3πη

�
x2 � (4)

Für die BOLTZMANN–KonstantefandderLiteraturwertvonk � 1 	 380658� 10� 23 J � K � 1 Ver-
wendung.DasZeitmessungsintervall betrugwie schonim vorangegangenenVersuch5 Sekunden,
die Temperatur299	 15K unddieViskosität1 	 005mPa � s.
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Sẗarkekörner— 1. Messung
xd/mm x/µm x2/µm2 yd/mm y/µm y2/µm2

1-2 1 0.370 0.137 3 1.034 1.070
2-3 5 1.852 3.429 7 2.414 5.826
3-4 1 0.370 0.137 2 0.690 0.476
4-5 6 2.222 4.938 1 0.345 0.119
5-6 1 0.370 0.137 11 3.793 14.388
6-7 1 0.370 0.137 9 3.103 9.631
7-8 5 1.852 3.429 3 1.034 1.070
8-9 10 3.704 13.717 1 0.345 0.119

9-10 7 2.593 6.722 1 0.345 0.119
10-11 0 0.000 0.000 4 1.379 1.902
11-12 6 2.222 4.938 4 1.379 1.902
12-13 4 1.481 2.195 1 0.345 0.119
13-14 1 0.370 0.137 1 0.345 0.119
14-15 6 2.222 4.938 6 2.069 4.281
15-16 0 0.000 0.000 4 1.379 1.902
16-17 1 0.370 0.137 3 1.034 1.070
17-18 11 4.074 16.598 13 4.483 20.095
18-19 5 1.852 3.429 7 2.414 5.826
19-20 2 0.741 0.549 5 1.724 2.973
Mittelwert 3.458 3.843
Varianz 21.960 29.594
t–Test 0.045

Sẗarkekörner— 2. Messung
xd/mm x/µm x2/µm2 yd/mm y/µm y2/µm2

1-2 8 2.963 8.779 6 2.069 4.281
2-3 6 2.222 4.938 15 5.172 26.754
3-4 5 1.852 3.429 7 2.414 5.826
4-5 10 3.704 13.717 3 1.034 1.070
5-6 14 5.185 26.886 5 1.724 2.973
6-7 3 1.111 1.235 7 2.414 5.826
7-8 15 5.556 30.864 13 4.483 20.095
8-9 10 3.704 13.717 4 1.379 1.902

9-10 5 1.852 3.429 8 2.759 7.610
10-11 3 1.111 1.235 8 2.759 7.610
11-12 3 1.111 1.235 7 2.414 5.826
12-13 1 0.370 0.137 11 3.793 14.388
13-14 3 1.111 1.235 4 1.379 1.902
14-15 0 0.000 0.000 3 1.034 1.070
15-16 7 2.593 6.722 3 1.034 1.070
16-17 16 5.926 35.117 8 2.759 7.610
17-18 1 0.370 0.137 11 3.793 14.388
18-19 10 3.704 13.717 1 0.345 0.119
19-20 5 1.852 3.429 7 2.414 5.826
Mittelwert 8.945 7.166
Varianz 118.938 50.299
t–Test 0.060
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Sẗarkekörner— 3. Messung
xd/mm x/µm x2/µm2 yd/mm y/µm y2/µm2

1-2 0 0.000 0.000 4 1.379 1.902
2-3 10 3.704 13.717 11 3.793 14.388
3-4 5 1.852 3.429 4 1.379 1.902
4-5 1 0.370 0.137 7 2.414 5.826
5-6 7 2.593 6.722 2 0.690 0.476
6-7 0 0.000 0.000 6 2.069 4.281
7-8 10 3.704 13.717 2 0.690 0.476
8-9 9 3.333 11.111 3 1.034 1.070

9-10 6 2.222 4.938 1 0.345 0.119
10-11 5 1.852 3.429 16 5.517 30.440
11-12 2 0.741 0.549 9 3.103 9.631
12-13 2 0.741 0.549 7 2.414 5.826
13-14 10 3.704 13.717 3 1.034 1.070
14-15 10 3.704 13.717 1 0.345 0.119
15-16 1 0.370 0.137 2 0.690 0.476
16-17 5 1.852 3.429 1 0.345 0.119
17-18 7 2.593 6.722 3 1.034 1.070
18-19 13 4.815 23.182 3 1.034 1.070
19-20 6 2.222 4.938 12 4.138 17.122
Mittelwert 6.534 5.125
Varianz 43.193 62.175
t–Test 0.081

Setztmannundie entsprechendenWertein obigeGleichung(4) ein, soergebensich für den
Radiusr derSẗarkekörnerdie im folgendentabellarischfür dieeinzelnenMessungenundgetrennt
für die AchsendargestelltenWerte:

GrößederSẗarkekörnerin µm
1. Messung 2.Messung 3.Messung

x 0.630 0.244 0.334
y 0.567 0.304 0.425

Die durchschnittlicheGrößeder Sẗarkekörner liegt demnachbei 0 	 4 � 0 	 2 µm. Auch wenn
keineaussagekr̈aftigenLiteraturwerteüberdieGrößevonSẗarkekörnernzufindenwaren,soliegt
dochdurchdenVergleichmit denWertenandererVersuchsgruppenmit ähnlichenWertennahe,
die realenWertein diesemBereichzuerwarten.

2 Fehlerbetrachtung

Ein VergleichdererhaltenenMeßwertemit ihrenVarianzenergibt denBefund,daßletztereteil-
weisegrößersind alsdie eigentlichenMeßwerte.Dies ist immer ein Zeichenfür ungenaueVer-
suchsdurchf̈uhrungmit hoherFehlerrate.Als Gründehierfür könnenangef̈uhrt werden:

1. Die GrößeundScḧarfederDarstellungdervermessenenTeilchenauf demBildschirmließ
einewirklich genaueMeßpunktaufnahmenicht zu.

2. Unter diesenUmsẗandensind zwanzigMessungenpro vermessenemTeilcheneinestati-
stischviel zu geringeZahl, um eindeutigsystematischevon zufälligenFehlernunterschei-
denzukönnen.
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3. Die Skaleneinteilungmittels Objektmikrometerließ ihrerseitsFehlerzu, da ein Teilstrich
aufdemBildschirmin einerDickevon � 1 cm erschien.

4. Die in den BerechnungenangenommeneTemperaturwar die aktuelleRaumtemperatur,
die Temperaturder Meßkapillarendürfte hingegenweit dar̈ubergelegenhaben,da sie im
StrahlengangdesMikroskopesstarkaufgeheiztwerden.Hierausresultierteinewesentlich
größereBewegungdurchdie erḧohteEnergie derTeilchen.Dies läßtsichgut mit demBe-
fund in Einklang bringen,daßdie BOLTZMANN–Konstantezu hoch und der Radiusder
Sẗarkekörnerzuklein errechnetwurde.

3 Schlußbetrachtung

Der Versuchkonnteanschaulichzeigen,daßsich Teilchenohnemakroskopischemechanische
Einflüsseallein aufgrundihrer thermischenEnergie in einersẗandigen,nachBROWN benannten
Bewegungbefinden.

Die theoretischeAbnahmeder Geschwindigkeit mit zunehmendemTeilchenradiusließ sich
im vorliegendenVersuchin der Praxisnicht nachvollziehen,unterbesserenVersuchsbedingun-
genläßtsichausdieserKorrelationjedochmit derBOLTZMANN–KonstanteeinewichtigeNatur-
konstantebestimmen.NebenderBestimmungeinerunbekanntenPartikelgrößeaufumgekehrtem
Weg ist diesdiegroßeBedeutungsowohl desVersuchesalsauchdervon EINSTEIN aufgestellten
Beziehung,daNaturkonstantenin derRegel nur experimentellzug̈anglichsind.

4 Fragen

1. Wasist BROWNscheMolekularbewegung,wasist ihre molekulareUrsache,wovon hängt
sie dementsprechendstarkab?Ist die BROWNscheBewegungeinegerichteteBewegung?
Warum?Wie verhaltensichgroßeundkleineTeilchenbez̈uglich der BROWNschenBewe-
gung,warum?

2. SkizzierenSieeineBROWNscheBahn.Waswürdemansehen,wennmaneinkleinesStück
dervon IhnengezeichnetenBahnmit feinererAuflösungdarstellenwürde?Warumcharak-
terisiertmandie EigenbewegungdesbetrachtetenPartikelsmit Hilfe dermittlerenquadra-
tischenAbweichung?ErläuternSiedie EINSTEINscheDiffusionsgleichung.

3. Läßtsichdie wahremittlerequadratischeAbweichungeinesPartikels im Versuchbestim-
men?Warum?Was ist zwingendeVoraussetzungfür die korrekteMessungder BROWN-
schenBewegungeinesPartikels?Wie wird im Praktikumsversuchüberpr̈uft, ob dieseVor-
aussetzunggewährleistetist?ErläuternSiekurz,welcherstatistischeTestdabeiangewendet
wird undwarumgeradedieserTestverwendetwird.

4.1 BROWNscheMolekularbewegung

Nicht nur Moleküle selbstsind Translationsbewegungenunterworfen, sondernauchmikrosko-
pischsichtbarePartikel. Letztereswurdeim Jahre1827vondemBotanikerR. BROWN alsBewe-
gungvon Pollenk̈ornernin Suspensionbeobachtetundsp̈aternachihm BROWNscheMolekular-
bewegunggenannt.Die UrsachedieserlichtmikroskopischsichtbarenstochastischenBewegung
kleiner Teilchensind Stößedurchdie thermischeTranslationsbewegungvon Molekülen. Diese
Stößeadierensichvektoriell.Bei “kleinen” Teilchenbleibt in jedemMomentein Summenvektor
derKraft, derzurBeschleunigungdesTeilchensin eineRichtungführt.DieserVektorändertsich
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naẗurlich in jedemMoment in Richtungund Betrag.Bei “großen” Körpernkompensierensich
dieseStöße,da die VektorsummeeinersehrgroßenAnzahl stochastischerImpulsegegenNull
geht.

DieseOrtsbewegungderTeilchenist,wie dieTranslationsbewegungselbst,stochastisch:̈Uber
längereZeit gemitteltbleibt dasTeilchenam gleichenOrt. Als Maß für die Bewegungwird der
mittlerequadratischeWertderOrtsbewegungderTeilchenin einembestimmtenZeitintervall ver-
wendet.DasQuadrathathierbeidie Aufgabe,die durchein VorzeichenderOrtsbewegunggege-
beneRichtungderselbenzu eliminieren,da wie schonangesprochendie mittlereOrtsbewegung
einesTeilchensstatistischgesehengleichNull ist.

Um besagtenmittlerenquadratischenWertderOrtsbewegungderTeilchenin einembestimm-
tenZeitintervall zuerhalten,beobachtetmandiePositiondesTeilchensjeweilsnacheinemkurzen
Zeitintervall ∆t undbestimmtdanndieProjektion(xi) derzurückgelegtenStreckenvoneinerPosi-
tion zuranderenauf einewillk ürlich gewählteBezugskoordinate.Führt mandieseMessungnach
n–fachemAblauf desZeitintervalls∆t aus,soerḧalt mandie Werte(xi) für i � 1 	�	�	 n. Die mittlere
quadratischeAbweichung

�
x2 � errechnetsichausdiesemWertengem̈aßfolgenderFormel:

�
x2 � � ∑x2

i

n
(5)

DieserParameterentsprichtdemQuadratdermittlerenWeglänge(x̄)

x̄ ��� �
x2 � (6)

die dasTeilchenzurücklegt.
Die BROWNscheMolekularbewegungist abḧangigvon Form undGrößedesTeilchenssowie

von Temperatur(T) undViskosität (η) desMediums.Für kugelförmigeTeilchen,die denBedin-
gungenderSTOKESschenGleichung

F � 6πηr �v (7)

entsprechen,leitetenEINSTEIN undSMOLUCHOWSKI die folgende,nachihnenbenannteBezie-
hungab:

�
x2 � � RT ∆t

3Nπηr
� kT ∆t

3πηr
(8)

DieseGleichungsetztalsodie meßbareVarianz(
�
x2 � ) derGleichung(6) in BeziehungzumTeil-

chenradius(r), zur Viskosität (η) der Flüssigkeit und zur TemperaturdesSystems(T) bwz. zur
Energie derthermischenBewegung

kT � RT
N

(9)

Dabei ist ∆t dasZeitintervall, in welchemdie Werte xi gemessenwurden.Explizit zeigt diese
Gleichung,daßdasQuadratder mittlerenWeglänge,die pro Zeiteinheitdurchdie BROWNsche
Molekularbewegungzurückgelegt werdenkann,umgekehrtproportionaldemRadius(r) desTeil-
chensundderViskosität (η) derFlüssigkeit ist.

4.2 BROWNscheBahn

Wie ausAbb. 1 erkenntlichhabenBROWNscheBahnendie Form von Zickzacklinien,dadie Be-
wegungder Moleküle stochastischenGesetzenfolgt. Nähmemanein Teilstück ausdieserGra-
fik herausund bestimmtedie BewegungsbahndesPartikels innerhalbdiesesStückesmit einer
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Abbildung 1: Die BROWNscheMolekularbewegung und die Abmes-
sungderauf einebeliebigeBezugsachseprojiziertenEntfernungxi im
Zeitintervall ∆t, nachGLASER (1996)

feinerenZeitaufl̈osung,erhieltemanwiedereineähnlichverlaufendeBROWNscheBahn.Diese
Wiederkehr derselbenGrundstrukturunabḧangigvon der Auflösungder Darstellungwird auch
alsSelbsẗahnlichkeit oderSkaleninvarianzbezeichnet.

Wie schonweiter obenangesprochenist die Ortsbewegungder Teilchen,wie die Translati-
onsbewegungselbst,stochastisch:̈Uber längereZeit gemittelt bleibt dasTeilchenam gleichen
Ort. Als Maßfür die Bewegungwird daherdermittlerequadratischeWert derOrtsbewegungder
Teilchenin einembestimmtenZeitintervall verwendet,da durch dasQuadrierendie durch ein
VorzeichenderOrtsbewegunggegebeneRichtungderselbeneliminiertwird undsoim Gegensatz
zurmittlerenOrtsbewegungeinesTeilchens,diestatistischgesehen̈ubereinenlängerenZeitraum
betrachtetgleichNull ist, einenpositivenWert aufweist,derweitereAussagen̈uberdie Eigenbe-
wegungdesTeilchenserlaubt.

PraktischeBedeutungerlangt die oben erwähnteEINSTEIN–SMOLUCHOWSKI–Beziehung
(Gl. 8) unteranderemim Zusammenhangmit der EINSTEINschenDiffusionsgleichung.So läßt
sichmit ihrerHilfe die mittlereDiffusionsdauereinesbeliebigenTeilchensberechnen.

Allen Diffusionsprozessenliegt die Translationsbewegungzugrunde.EINSTEINs Diffusions-
gesetz

D � �
x2 �

2 ∆t
(10)

stellt eineBeziehungzwischendemQuadratder mittlerenWeglänge
�
x2 � und demDiffusions-

koeffizientenD einesin LösungbefindlichenMoleküls her, die durchEinsetzender EINSTEIN–
SMOLUCHOWSKI–Beziehung(Gl. 8) die folgendeGleichungergibt:

D � RT
6Nπηr

� kT
6πηr

(11)

Diesist ein ganzandererZugangzur Dif fusion,alsesderAnsatzderphänomenologischenTher-
modynamikerlaubt,wo sich die Definition desDiffusionskoeffizienten(D) ausdemFickschen
Gesetzergibt. Wie wir ausGleichung(11) ersehenkönnen,setztsich der Dif fusionskoeffizient
(D), der Beweglichkeitsfaktor einesTeilchens,ausder treibendenKraft desthermischenRau-
schens(kT) einerseitsund der bremsendenWirkung der STOKESschenReibung (6πηr) ande-
rerseitszusammen.Aus dieserEinbeziehungdesSTOKESschenGesetzesergebensich für die
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EINSTEINscheDiffusionsgleichungdie gleichenEinschr̈ankungenwie für jenes,nämlich, daß
sichdie betrachtetenMoleküle alsmakroskopischbenetzbareKugelnnähernlassenundsich im
Experimentann̈aherndwie solcheverhalten.

4.3 Bestimmungder mittler enquadratischenAbweichung

Die wahremittlere quadratischeAbweichungläßtsich nicht mit absoluterGenauigkeit bestim-
men,damanhierfür nachdenGesetzenderStatistikunendlichevieleMessungenmachenmüßte.
Die experimentellund in deranschließendenAuswertungrechnerischermittelteOrtsvarianzdes
betrachtetenTeilchensweichtaufgrundderstatistischenStreuungvonderwahrenOrtsvarianzab.
DieserMeßfehlerderOrtsvarianzwird allerdingsumsokleiner, je mehrMessungendurchgef̈uhrt
werden.

EinezwingendeVoraussetzungfür einekorrekteMessungist, daßdie BROWNscheBewegung
der Partikel nicht von anderenBewegungen,z.B. Strömungsbewegungen,überlagertwird. Im
Praktikumwird dieseVoraussetzungdadurchgewährleistetundüberpr̈uft, daßdie Bewegungder
Partikel auf eineeventuellvorliegendesẗarkereAuspr̈agungeinerRaumrichtung̈uberpr̈uft wird.
Die Stichprobenwerdenmit Hilfe einesstatistischenVerfahrensdaraufhinuntersucht,oblediglich
kleine Abweichungenvorliegen,die als statistischeStreuunginterpretiertwerdenkönnen,oder
aberobein großerunddamitsystematischerundgerichteterFehlervorliegt.

Als statistischerTestkommthierbeider t–TestnachSTUDENT zur Anwendung,damanvon
einerNormalverteilungdergemessenenquadratischenAbweichungenunddemAusbleibensigni-
fikanterUnterschiedederStandardabweichungenderMittelwerteuntereinanderausgehenkann.
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