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Fragen

1. Wasist BROWNscheMolekularbewegung,wasist ihre molekulareUrsache,wovon hängt
sie dementsprechendstarkab?Ist die BROWNscheBewegungeinegerichteteBewegung?
Warum?Wie verhaltensichgroßeundkleineTeilchenbez̈uglich der BROWNschenBewe-
gung,warum?

2. SkizzierenSieeineBROWNscheBahn.Waswürdemansehen,wennmaneinkleinesStück
dervon IhnengezeichnetenBahnmit feinererAuflösungdarstellenwürde?Warumcharak-
terisiertmandie EigenbewegungdesbetrachtetenPartikelsmithilfe dermittlerenquadrati-
schenAbweichung?ErläuternSiedie EINSTEINscheDiffusionsgleichung.

3. Läßtsichdie wahremittlerequadratischeAbweichungeinesPartikels im Versuchbestim-
men?Warum?Wasist zwingendeVoraussetzungfür diekorrekteMessungderBROWNschen
BewegungeinesPartikels?Wie wird im Praktikumsversuchüberpr̈uft, ob dieseVorausset-
zunggewährleistetist?ErläuternSiekurz,welcherstatistischeTestdabeiangewendetwird
undwarumgeradedieserTestverwendetwird.

Antworten

1. Brownsche Molekularbewegung

Nicht nur Moleküle selbstsind Translationsbewegungenunterworfen, sondernauchmikrosko-
pischsichtbarePartikel. Letztereswurdeim Jahre1827vondemBotanikerR. BROWN alsBewe-
gungvon Pollenk̈ornernin Suspensionbeobachtetundsp̈aternachihm BROWNscheMolekular-
bewegunggenannt.Die UrsachedieserlichtmikroskopischsichtbarenstochastischenBewegung
kleiner Teilchensind Stößedurchdie thermischeTranslationsbewegungvon Molekülen. Diese
Stößeadierensichvektoriell.Bei “kleinen” Teilchenbleibt in jedemMomentein Summenvektor
derKraft, derzurBeschleunigungdesTeilchensin eineRichtungführt.DieserVektorändertsich
naẗurlich in jedemMoment in Richtungund Betrag.Bei “großen” Körpernkompensierensich
dieseStöße,da die VektorsummeeinersehrgroßenAnzahl stochastischerImpulsegegenNull
geht.

DieseOrtsbewegungderTeilchenist,wie dieTranslationsbewegungselbst,stochastisch:̈Uber
längereZeit gemitteltbleibt dasTeilchenam gleichenOrt. Als Maß für die Bewegungwird der
mittlerequadratischeWertderOrtsbewegungderTeilchenin einembestimmtenZeitintervall ver-
wendet.DasQuadrathathierbeidie Aufgabe,die durchein VorzeichenderOrtsbewegunggege-
beneRichtungderselbenzu eliminieren,da wie schonangesprochendie mittlereOrtsbewegung
einesTeilchensstatistischgesehengleichNull ist.



Um besagtenmittlerenquadratischenWertderOrtsbewegungderTeilchenin einembestimm-
tenZeitintervall zuerhalten,beobachtetmandiePositiondesTeilchensjeweilsnacheinemkurzen
Zeitintervall ∆t undbestimmtdanndieProjektion(xi) derzurückgelegtenStreckenvoneinerPosi-
tion zuranderenauf einewillk ürlich gewählteBezugskoordinate.Führt mandieseMessungnach
n–fachemAblauf desZeitintervalls∆t aus,soerḧalt mandie Werte(xi) für i � 1 ����� n. Die mittlere
quadratischeAbweichung

�
x2 � errechnetsichausdiesemWertengem̈aßfolgenderFormel:

�
x2 ��� ∑x2

i

n
(1)

DieserParameterentsprichtdemQuadratdermittlerenWeglänge(x̄)

x̄ ��� �
x2 � (2)

die dasTeilchenzurücklegt.
Die BROWNscheMolekularbewegungist abḧangigvon Form undGrößedesTeilchenssowie

von Temperatur(T ) undViskosität (η) desMediums.Für kugelförmigeTeilchen,die denBedin-
gungenderSTOKESschenGleichung

F � 6πηr 	v (3)

entsprechen,leitetenEINSTEIN undSMOLUCHOWSKI die folgende,nachihnenbenannteBezie-
hungab:

�
x2 ��� RT ∆t

3Nπηr
� kT ∆t

3πηr
(4)

DieseGleichungsetztalsodie meßbareVarianz(
�
x2 � ) derGleichung(2) in BeziehungzumTeil-

chenradius(r), zur Viskosität (η) der Flüssigkeit und zur TemperaturdesSystems(T ) bwz. zur
Energie derthermischenBewegung

kT � RT
N

(5)

Dabei ist ∆t dasZeitintervall, in welchemdie Werte xi gemessenwurden.Explizit zeigt diese
Gleichung,daßdasQuadratder mittlerenWeglänge,die pro Zeiteinheitdurchdie BROWNsche
Molekularbewegungzurückgelegt werdenkann,umgekehrtproportionaldemRadius(r) desTeil-
chensundderViskosität (η) derFlüssigkeit ist.

2. Brownsche Bahn

Wie ausAbb. 1 erkenntlichhabenBROWNscheBahnendie Form von Zickzacklinien,dadie Be-
wegungder Moleküle stochastischenGesetzenfolgt. Nähmemanein Teilstück ausdieserGra-
fik herausund bestimmtedie BewegungsbahndesPartikels innerhalbdiesesStückesmit einer
feinerenZeitaufl̈osung,erhieltemanwiedereineähnlichverlaufendeBROWNscheBahn.Diese
Wiederkehr derselbenGrundstrukturunabḧangigvon der Auflösungder Darstellungwird auch
alsSelbsẗahnlichkeit oderSkaleninvarianzbezeichnet.

Wie schonweiter obenangesprochenist die Ortsbewegungder Teilchen,wie die Translati-
onsbewegungselbst,stochastisch:̈Uber längereZeit gemittelt bleibt dasTeilchenam gleichen
Ort. Als Maßfür die Bewegungwird daherdermittlerequadratischeWert derOrtsbewegungder
Teilchenin einembestimmtenZeitintervall verwendet,da durch dasQuadrierendie durch ein
VorzeichenderOrtsbewegunggegebeneRichtungderselbeneliminiertwird undsoim Gegensatz
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Abbildung 1: Die BROWNscheMolekularbewegung und die Abmes-
sungderauf einebeliebigeBezugsachseprojiziertenEntfernungxi im
Zeitintervall ∆t, nachGLASER (1996)

zurmittlerenOrtsbewegungeinesTeilchens,diestatistischgesehen̈ubereinenlängerenZeitraum
betrachtetgleichNull ist, einenpositivenWert aufweist,derweitereAussagen̈uberdie Eigenbe-
wegungdesTeilchenserlaubt.

PraktischeBedeutungerlangtdieobenerwähnteEINSTEIN–SMOLUCHOWSKI–Beziehung(Gl.
4) unteranderemim Zusammenhangmit der EINSTEINschenDiffusionsgleichung.So läßtsich
mit ihrerHilfe diemittlereDiffusionsdauereinesbeliebigenTeilchensberechnen.

Allen Diffusionsprozessenliegt die Translationsbewegungzugrunde.EINSTEINs Diffusions-
gesetz

D � �
x2 �

2 ∆t
(6)

stellt eineBeziehungzwischendemQuadratder mittlerenWeglänge
�
x2 � und demDiffusions-

koeffizientenD einesin LösungbefindlichenMoleküls her, die durchEinsetzender EINSTEIN–
SMOLUCHOWSKI–Beziehung(Gl. 4) die folgendeGleichungergibt:

D � RT
6Nπηr

� kT
6πηr

(7)

Diesist ein ganzandererZugangzur Dif fusion,alsesderAnsatzderphänomenologischenTher-
modynamikerlaubt,wo sich die Definition desDiffusionskoeffizienten(D) ausdemFickschen
Gesetzergibt. Wie wir ausGleichung(7) ersehenkönnen,setztsich der Dif fusionskoeffizient
(D), der Beweglichkeitsfaktor einesTeilchens,ausder treibendenKraft desthermischenRau-
schens(kT ) einerseitsund der bremsendenWirkung der STOKESschenReibung (6πηr) ande-
rerseitszusammen.Aus dieserEinbeziehungdesSTOKESschenGesetzesergebensich für die
EINSTEINscheDiffusionsgleichungdie gleichenEinschr̈ankungenwie für jenes,nämlich, daß
sichdie betrachtetenMoleküle alsmakroskopischbenetzbareKugelnnähernlassenundsich im
Experimentann̈aherndwie solcheverhalten.

3. Bestimmung der mittleren quadratischen Abweichung

Die wahremittlere quadratischeAbweichungläßtsich nicht mit absoluterGenauigkeit bestim-
men,damanhierfür nachdenGesetzenderStatistikunendlichevieleMessungenmachenmüßte.
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Die experimentellund in deranschließendenAuswertungrechnerischermittelteOrtsvarianzdes
betrachtetenTeilchensweichtaufgrundderstatistischenStreuungvonderwahrenOrtsvarianzab.
DieserMeßfehlerderOrtsvarianzwird allerdingsumsokleiner, je mehrMessungendurchgef̈uhrt
werden.

EinezwingendeVoraussetzungfür einekorrekteMessungist, daßdie BROWNscheBewegung
der Partikel nicht von anderenBewegungen,z.B. Strömungsbewegungen,überlagertwird. Im
Praktikumwird dieseVoraussetzungdadurchgewährleistetundüberpr̈uft, daßdie Bewegungder
Partikel auf eineeventuellvorliegendesẗarkereAuspr̈agungeinerRaumrichtung̈uberpr̈uft wird.
Die Stichprobenwerdenmit Hilfe einesstatistischenVerfahrensdaraufhinuntersucht,oblediglich
kleine Abweichungenvorliegen,die als statistischeStreuunginterpretiertwerdenkönnen,oder
aberobein großerunddamitsystematischerundgerichteterFehlervorliegt.

Als statistischerTestkommthierbeiderT–TestnachSTUDENT zur Anwendung,damanvon
einerNormalverteilungdergemessenenquadratischenAbweichungenunddemAusbleibensigni-
fikanterUnterschiedederStandardabweichungenderMittelwerteuntereinanderausgehenkann.
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